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Introduction 
A partir du moment ou l'on s'inMressa aux anneaux non-associatifs, il 
parut utile a se servir de l'associateur {a, b, c} ab·c-a·bc. II y a trente 
ans que Zorn etudiait les anneaux alternatifs, c.-a.-d. les anneaux ou 
l'associateur {a, b, c} s'annule dans Ie cas ou deux elements sont identiques. 
Dans un tel anneau l'associateur est alternant, c.a.d.: 
{a, b, c}=sgn. {P(a), P(b), P(c)}, 
P designant une permutation des elements a, b et c. 
Dans Ie cadre des anneaux non-associatifs no us avons introduit l'asso-
ciateur generalise: 
n-l 
[1] {al,a2, ... ,an }= L (_I)k-I·{ar, ... ,akak+r, ... ,an}. (n;;;,3) 
k~l 
Un anneau est appeIe n-associatif dans Ie cas ou Ie n-associateur 
{ar, a2, ... , an} s'annule. II est ainsi clair que l'associativiM usuelle s'appelle 
3-associativiM aux termes de cette definition. 
De la meme maniere on peutintroduire la n-alternativiM et par con-
sequent nous parlerons de la 3-alternativiM au lieu de l'alternativiM tout 
court. 
Dans Ie premier paragraphe on trouve en resume les resultats principaux 
de [1] dont nous aurons besoin. 
Les paragraphes 2 et 3 tournent l'attention speciale a la 4-associativiM: 
Un anneau 4-associatif (caracMristique oF 2) et non 3-associatif ne contient 
que des diviseurs de zero, et un anneau 4-associatif (car. =F 2) et simple 
est 3-associatif. 
Puis l'anneau 3- et 4-alternatif est etudie (paragraphe 4). Parmi les 
proprieMs de cet anneau celle de la 5-associativiM nous fournit les moyens 
d'ameliorer Ie theoreme concernant la n-alternativiM en relation avec la 
(n- 2)- et la (n-l)-alternativiM d'un anneau. ([1], theoreme 7). 
1. D'abord nous donnerons un sommaire de quelques theoremes de 
[1] dont nous aurons besoin dans les sections suivantes: 
(1.1) {ar, a2, ... , an} = :~Ol (in; 1) . {aI, ... , an -2k-I}· {an -2k, ... , an}. 
(n est pair). 
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(n-3)/2 ((n - 3)/2) (1.2) {a!, ... ,an} = L k . [{aI, ... ,an-2k-I}·{an-2k, ... ,an}-
k~O 
- {al, ... , an-2k-2}' {an-2k-I, ... , an}]. (n est impair). 
n-2 
(1.3) {aI, ... , an} = L {aI, ... , {ak' ak+l, ak+2}, ... , an}. 
k~l 
(1.4) Puisque Ie (n+ 1)-associateur est une somme de n-associateurs, il 
s'ensuit que la n-associativiM d'un anneau implique la (n + 1 )-associativiM. 
(1.5) Soit R un anneau n-alternatif dont tous les (n+ 1)-associateurs 
{a!, aI, a2, ... , an} et {aI, a2, ... , an, an} s'annulent. La caracMristique so it 
differente de 2. Alors to us les m-associateurs (m > n) sont alternants. 
(1.6) Dans un anneau 4-associatif on a: (ab)·{e, d, t}={a, b, e}·(df). 
(1. 7) Un anneau 4-associatif sans diviseurs de zero est 3-associatif. 
2. En continuant nos recherches nous considerons un anne au 4-
associatif, contenant un element regulier, c.-it.-d. un element d tel que 
dx = 0 et yd = 0 impliquent x = 0 et y = O. Supposons en outre que la 
caracMristique ne soit pas 2. II s'ensuit que l'anneau est 5- et 6-associatif 
(cf 1.4). 
Ainsi: {aI, a2, a3, a4, a5, a6}= {aI, a2, a3, a4, a5}' a6 + 2{a!, a2, aa}' {a4' a5, a6} 
+aI·{a2, a3, a4, a5, a6}=0 et par consequent {aI, a2, a3}·{a4' a5, a6}=0. 
D'autre part O={{a, b, e}, p, q, r}={a, b, e}.{p, q, r}+{{a, b, e}, p, q}·r= 
= {{a, b, e}, p, q}·r et en particulier {{a, b, e}, p, q}.d=O, c.-it.-d.: 
{{a, b, e}, p, q}=O. 
De la meme maniere 0 = {r, a, b, {e, p, q}} a pour consequence: 
{a, b, {e, p, q}} = O. 
En vertu de la 5-associativiM on peut ecrire: 
O={a, b, e, p, q}={{a, b, e}, p, q}+{a, {b, e, p}, q}+{a, b, {e, p, q}}= 
= {a, {b, e, p}, q} (cf. 1.3). 
En designant un 3-associateur par un caractere grec, on a: 
{cx,x,y}=O, {x,cx,y}=O, {x,y,cx}=O, 
autrement dit: (cxx)y=cx(xy), (xcx)y=x(cxy) et x(ycx) = (xy)cx. 
Puis on peut ecrire: 0= {pq, r, 8, t}=(pq).{r, 8, t}+{pq, r, 8}.t et en vertu 
de (1.6): 
{p, q, r}. (8t) + {pq, r, 8}' t = 0 et par consequent: 
[{p, q, r}'8]-t+{pq, r, 8}·t=0. Apres substitution de t=d on obtient: 
{p, q, r}'8+{pq, r, 8}=0, c.-it.-d.: 
(2.1) p.{q, r, 8}={pq, r, 8}. 
De meme on a: 0 = {p, qr, 8, t} = p. {qr, 8, t} + {p, qr, 8}' t = p. [q. {r, 8, t}] + 
+ {p, qr, 8}.t= - p. [{q, r, 8}·t] + {p, qr, 8}·t = - [po {q, r, 8}] ·t+ {p, qr, 8 }.t. 
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Apres substitution de t = d on obtient; - [p. {q, r, s}]- d + {p, qr, s}· d = 0, 
c.-a.-d. : 
(2.2) p. {q, r, s}= {p, qr, s}. 
Enfin: O={p, q, r, st}=p·{q, r, st}+{p, q, r}.(st)=p.{q, r, st}+ 
+ (pq). {r, s, t} = p. {q, r, st} + p' [q. {r, s, t}J. Apres substitution de t = d on 
obtient: {q, r, st} = - q. {r, s, t}, c.-a.-d.: 
(2.3) -p.{q, r, s}={p, q, rs}. 
En vertu de la 4-associativite et en appliquant les formules (2.1), (2.2) 
et (2.3) on trouve: 
O={p, q, r, s}={pq, r, s}-{p, qr, s}+{p, q, rs}={p, q, rs}, c.-a.-d.: 
{pq, r, s}={p, qr, s}={p, q, rs}=O, et par consequent: p.{q, r, s}=O. 
Substitution de p = d montre que l'anneau est 3-associatif. 
Ainsi nous avons trouve: 
Theoreme: Un anneau 4-associatif (car. * 2) contenant un element 
regulier est 3-associatif. 
Corollaire: Un anneau 4-associatif (car. *2) et non 3-associatif ne 
se compose que de diviseurs de zero. 
On pourrait s'imaginer qu'un anneau 4-associatif contient un element 
regulier a gauche, c.-a.-d. un element d tel que dx = 0 implique x = O. 
Puisque {a, b, c}.{p, q, r}=O il s'ensuit: {a, b, c}.(pq·r)={a, b, c}·(p·qr) et 
en vertu de (1.6): (ab).{c, pq, r}=(ab).{c, p, qr}. Dans Ie cas ou d peut 
etre decompose aux facteurs d1 et d2 , on a: d·{c, pq, r}=d·{c, p, qr} et par 
consequent: {c, pq, r}={c, p, qr}, c.a.d.: 
O={c, p, q, r}={cp, q, r}-{c, pq, r}+{c, p, qr}={cp, q, r}. 
On en conclut: 
Theoreme: Un anneau 4-associatif (car. *2) et dispersable (cf [2] et 
[3]), contenant un element regulier a gauche, est 3-associatif. 
Cependant il est peu satisfaisant que Ie theoreme exige la reductibilite 
de tous les elements de l'anneau. 
Nous retournons a la demonstration du theoreme precedent: d etant 
reductible, {cp, q, r}=O pour tout c, p, q et r de l'anneau. En particulier: 
{d, q, r}=O. Alors: O={d, c, b, ex}=d.{c, b, ex}, c.a.d.: {c, b, ex}=O. Par 
consequent: (cb)·{p, q, r}=c· [b·{p, q, r}], c.a.d.: {c, b, p}.(qr) = 
c·[b'{p,q,r}]. Substitution de c=d donne: d.[b.{p, q, r}]=O, c.a.d. 
b· {p, q, r}=O. 
Apres substitution de b=d on a: {p, q, r}=O. 
Ainsi nous avons demontre: 
Theoreme: Un anneau 4-associatif (car. * 2) contenant un element 
regulier a gauche qu'on peut ecrire en produit de deux elements de l'anneau, 
est 3-associatif. 
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Remarque: II va sans dire qu'on peut enoncer un theoreme analogue 
dans Ie cas on l'anneau contient un element regulier a droite. 
3. Dans ce paragraphe no us nous occuperons d'un anneau R 4-associatif 
simple (car. i= 2). Avant tout il est utile de remarquer que dans un anneau 
quelconque l'ensemble S de sommes finies d'elements de la structure 
{R, R, R} et {R, R, R}·R constitue un ideal (cf [3]). Dans Ie cas ou R 
est simple on a deux possibilites: 
1°. S (0), c.-a.-d. Rest 3-associatif, 
2°. S R, c.a.d. tout element de R s'ecrit sous la forme d'une somme 
finie d'elements de la structure {R, R, R} et {R, R, R}.R. 
Nous avons accepte l'habitude de designer un 3-associateur par un 
caractere grec; mettons un trait au-dessus s'il s'agit d'un element de la 
forme {R, R, R}·R: ii=iXr. 
Ainsi la deuxieme possibilite mentionnee ci-dessus se traduit comme 
suit: Tout element r de R peut etre ecrit so us la forme: r = I' (iXi + iil), 
I' designant une sommation finie. i.i 
Retournons a l'anneau 4-associatif (car. i= 2) et simple. Dans Ie cas ou 
S - R, on a: {rI, r2, r3}={I'( iXi+iij}, I'((3i+PJ), I'(Yi+Yl)}' 
i.1 ~j i.j 
(3.1) Alors il est evident que {rI' r2, r3} est une somme finie d'associateurs 
de la structure {iX, (3, y}, {iX, (3, n, {iX, p, y}, {ii, (3, y}, {iX, p, y}, {ii, (3, y}, 
{ii, p, y} et {ii, p, y}. 
N ous a vons dej a demontre: iX(3 = O. Par consequent: 
{iX, (J, y}=iX(3,y-iX.(3y=O. 
Puis O={ab, c, d, t}={ab, c, d}./+(ab).{c, d, t}={ab, c, d}·/+ 
+ {a, b, c}· (d/). Substitution de /= {p, q, r} donne: {a, b, c}· [d· {p, q, r}] = 0, 
c.-a.-d.: {a,b,c}.[-{d, p, q}.r]=O, autrement dit: iXP=O. 
Ainsi l'associateur du type {iX, (J, Y}=iX(J·Y-iX.(Jy s'annule aussi. 
De meme 
O={a, b, c, dt}=a·{b, c, dt}+{a, b, c}·(d/)=a.{b, c, dt}+ (ab)· {c, d, t}. 
En rempla<;ant a par iX on obtient: iiy = 0 et par consequent: 
{iX, p, y}=iXP·y-iX·h=o, {ii, (J,y}= ii(J·y- ii'(3y=O et 
{ii, (J, y}=ii(3.y-ii.(3y=O. 
Ensuite l'associateur {iX, p, y} est examine: 
{{p, q, r}, {a, b, c}·d, {u, v, w}.x}= {{p, q, r}, a· {b, c, d}, u· {v, w, x}} = 
= -{p, q, r}. [(a·{b, c, d})·(u.{v, w, x})]= 
= - (pq). {r, a· {b, c, d}, u· {v, w, x}} = 
= {pq, r, a·{b, c, d}}.(u.{v, w, x})=eB=O. 
L'associateur {ii, p, y} donne: 
{{p, q, r}'8, {a, b, c}·d, {u, v, w}}= 
= [({p, q, r}·8)·({a, b, c}·d)].{u, v, w}= 
= {{p, q, r}'8, {a, b, c}.d, u}.(vw) = 
= -({p, q, r}·8)·{{a, b, c}·d, u, vw}= -iA,=O. 
Enfin: {ii, p, y}=iip.y-ii·PY, 
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Nous avons demontre (paragraphe 2): 
{{p, q, r}, s, t}.u=O et u.{t, s, {p, q, r}}=O, c.a.d.: 
[(iXS)· tl u = [iX' (st)l u et u· [(ts)· iX] =u· [t· (SiX)]. 
En appliquant ces formules dans notre cas, on obtient: 
exp.y= [({a, b, e}·d)·({p, q, r}.s)].({t, u, v}·w)= 
= [{a, b, e}·<d·({p, q, r}·s)]·({t, u, v}.w)= 
= - [{a, b, e}.<d.(p.{q, r, s})]·({t, u, v}.w)= 
= - [{ct, b, e}·«dp)·{q, r, s})l({t, u, v}.w)= 
= [{a, b, e}·({dp, q, r}.s)]·({t, u, v},w)=(ea)·i=O. 
Aussi: ex,pji=({a, b, e}·d)· [({p, q, r}·s)·({t, u, v}.w)]= 
= -({a, b, e}·d)· [({p, q, r}·s)·(t·{u, v, w})]= 
= -({a, b, e}·d)· [«{p, q, r}·s)·t)·{u, v, w}]= 
= -({a, b, e}·d). [<{p, q, r}·(st).{u, v, w}]= -x·O:/l)=O. 
C.-a.-d.: {ex, p, ji} = 0. 
En resume nous avons trouve que tous les associateurs (3.1) s'annulent. 
Alors on peut enoncer Ie 
Theoreme: Un anneau 4-associatif et simple avec caracteristique#2 
est 3-associatif. 
4. Un anneau n-alternatif et partiellement (n+ 1)-alternatif est m-
alternatifpour tout m>n. (car. #2). Un tel anneau soit appeIe (n,n+l)-
alternatif. Dans ce paragraphe l'anneau (3, 4)-alternatif est etudie. 
(4.1) D'abord une propriete importante d'un anneau 3-alternatif est 
derivee: {ab, b, e}=b.{a, b, e} et {a, b, be}={a, b, e}.b. 
En effet: {ab, b, e}-{a, b2, e}+{a, b, be}={a, b, b}.e-+-a.{b, b, e}, c.a.d.: 
(4.1.1) {ab, b, e}= {a, b2, e}- {a, b, be}. 
On a aussi: -{a, b, be}= -{b, be, a} et {b2 , e, a}-{b, be, a}+{b, b, ea}= 
=b.{b, e, a}+{b, b, e}·a. II s'ensuit: 
{b2 , e, a}- {b, be, a}=b· {b, e, a}=b· {a, b, e} et par consequent: 
-{a, b, be}= -{b2 , e, a}+b·{a, b, e}= -{a, b2 , e}+b.{a, b, e}. 
Apres substitution (4.1.1) donne Ie resultat desire. 
La deuxieme formule de (4.1) se demontre d'une maniere analogue. 
Dans Ie cas ou l'anneau est aussi 4-alternatif, il s'ensuit: {b2 , e, a}-
-{b, be, a}+{b, b, ea}={b, b, e, a}=O, c.a.d. {b2 , e, a}={b, be, a}= 
= {a, b, be}={a, b, e}.b. 
Ainsi: {ab, b, e}-{a, b2, e}+{a, b, be}={a, b, b, e}=O, 
(4.2) c.-a.-d.: {ab, b, e} = ° et par consequent: 
(4.3) b.{a,b,e}=O. 
(4.4) De la meme maniere on obtient {a, b, be}=O et 
(4.5) {a, b, e}·b=O, et enfin: 
(4.6) {a, b2 , e}={a, b, e}·b=O. 
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Polarisation de (4.2) donne: {a.(b+d), b+d, e}=O, c.a.d.: 
{ab, b, e} + {ab, d, e} + {ad, b, e} + {ad, d, e} = 0 et par consequent: 
(4.7) {ab, d, e}= -{ad, b, e}. 
D'une maniere analogue les formules (4.3), (4.4), (4.5) et (4.6) sont 
polarisees et on obtient: 
(4.8) d.{a,b,e}=-b.{a,d,e}, 
(4.9) {a, b, de}= - {a, d, be}, 
(4.10) {a, b, e}·d= -{a, d, e}·b, 
(4.11) {a, bd, e}= -{a, db, e}. 
En appliquant ces formules on en peut deduire: 
{a, b, e}.{f, g, h}= -f-{{a, b, e}, g, h}= -f-{ab.e, g, h}+f-{a.be, g, h}= 
=f-{ge, ab, h}-f-{ah, g, be}=f-{ge, ab, h}+f-{ah, be, g}=f-{ge, ab, h}-
f-{ah, ge, b}=f-{ge, ab, h}+f-{ab, ge, h}=O. 
Alors, Ie produit de deux 3-associateurs s'annule, autrement dit: 
(4.12) ex{3=O. 
Puis: {a, b, e}. [{p, q, r} .s] = - {a, b, {p, q, r}·s}·e= 
= {{p, q, r}, b, as}·e= -{e, b, as}·{p, q, r}=O, c.a.d.: 
(4.13) exP=O. D'une maniere analogue: 
(4.14) ;X{3=0. 
II est meme possible de demontrer: ;Xp = o. 
Cela se fait comme suit: {{a, b, e}, d, f}={ab.e, d, f}-{a.be, d, f}= 
= - {dc, ab, f} + {ad, be, I} = {ab, dc, f} - {ad, Ie, b} = 
= {ab, dc, f} + {ab, Ie, d} = {ab, dc, f} - {ab, dc, f} = 0, c.a.d.: 
{ex, x, y} = o. En vertu de la 3-alternativiM on a aussi: {x, ex, y} = 0 et 
{x, y, ex}=O. Par consequent: (exx)·y=ex·(xy), (xex)·y=x.(exy) et (xy)·ex= 
=x· (yex). 
Application de ces formules donne: 
(4.15) ;Xp = (exx)· ({3y) = [(exx)· {3]. y= (;X{3). y= O. 
En se rendant compte des methodes du paragraphe 3 on peut enoncer Ie 
Theoreme: Un anneau (3,4)-alternatif (car. * 2) et simple est 3-
associatif. 
D'ailleurs il est a remarquer que l'anneau (3, 4)-alternatif (car. * 2) 
est 5-associatif, puis que {a, b, e, d, f} = {{a, b, e}, d, f} + {a, {b, e, d}, f} + 
+ {a, b, {e, d, f}}={ex, d, f}+{a, {3, I}+{a, b, y}=O. Nous avons vu que 
l'anneau 4-associatif possede la meme proprieM. En outre il y a d'autres 
qualiMs communes aux deux anneaux: Comme l'anneau 4-associatif, 
l'anneau (3, 4)-alternatif, non 3-associatif, ne contient que des diviseurs de 
Zero. En effet: soit d un element regulier, alors d· {a, d, e} = 0, c.a.d.: 
{a, d, e} = 0 et par consequent: I· {a, d, e} = 0 pour un element quelconque 
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t de l'anneau, c.-it.-d.: d· {a, t, c}= 0 et enfin: {a, f, c}= O. De la demonstra-
tion on peut meme conclure: Un element regulier it gauche n'existe pas 
dans notre anneau. 
Evidemment un element regulier it droite n'y peut figurer non plus. 
5. Le resultat trouve dans Ie paragraphe precedent donne lieu it des 
recherches plus profondes en ce qui concerne un des theoremes mentionne 
it l'introduction de cet article. De (1.5) on peut conclure: un anneau 
(3, 4)-alternatif (car. *2) est 5-alternatif. Ci-dessus nous avons demontre 
qu'un tel anneau est 5-associatif. Alors forcement l'idee surgit si l'on peut 
generaliser ce resultat et ainsi ameliorer Ie theoreme (1.5). Eh bien, cela 
est efl'ectivement possible. 
Theoreme: Un anneau n-alternatif (car.*2), dont tous les (n+1)-
associateurs {at, at, a2, ... , an} et {aI, a2, ... , an, an} 8'annulent est (n+2)-
associatif (n> 3). 
Demonstration: 
{aIa2, a2, a3, ... , an}-{al' azz, a3, ... , an}+{al, az, aZa3, ... , an}=O en vertu 
de la (n+ l)-alternativiM. On a aussi: 
{azZ, a3, ... , an, al}= {a2' aZa3, ... , an, al}, c.-it.-d.: 
{ab a22, a3, ... , an}= {aI, a2, a2a3, ... , an} et par consequent: 
(5.1) {aIa2, a2, a3, ... , an}=O. 
De la meme maniere on obtient: 
(5.2) {aI, az, ... , an-I, an-Ian} = 0 et il s'ensuit: 
(5.3) {aI, a22, ... , an}=O. 
Polarisation des formules (5.1), (5.2) et (5.3) donne: 
{alaZ, a3, a4, ... , an, an+d= - {ala3, a2, a4, ... , an, an+l}, 
{aI, az, ... , an-2, an-I, anan+I} = - {at, a2, ... , an-z, an, an-l an+l} et 
{alaZ, a3, ... , an, an+l} = - {a2at, a3, ... , an, an+l}. 
Alors: {{aI, az, a3}, a4, a5, ... , an, an+!, an+z}= 
= {alaZ·a3, a4, a5, ... , an+2}-{al·aZa3, a4, a5, ... , an+Z} = 
= -{a4a3, ala2, a5, ... , an+Z} + {ala4, aZa3, a5, ... , an+2} = 
= {alaZ, a4a3, a5, ... , an+2} + {ala5, a6a3, a4, az, a7, as, ... , an+2}= 
= {ala2, a4a3, a5, a6, a7, ... , an+2} + {ala2, a4a3, a6, a5, a7, ... , an+2} = 0, 
c.-it.-d.: un n-associateur contenant un element sous la forme d'un 3-
associateur, s'annule. II s'ensuit: 
{aI, az, ... , an, an+l, an+2} = {{aI, az, a3}, a4, ... , an+Z} + 
+ {at, {a2' a3, a4}, ... , an+z}+ ... +{al, a2, ... , {an, an+b an+z}}=O. 
Evidemment l'anneau est (n+ 2)-associatif. 
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